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Conceito de Germe

Definition

Q Sejam S CR”, f: U—RP eg: V — RP aplicacées, onde U e V sio
vizinhancas abertas de S em R". Dizemos que f e g tém o mesmo
germe em S, se existe uma vizinhanga aberta W C UNV de S em
R" tal que f e g coincidem em W. Isso é uma relagcdo de
equivaléncia, e um germe de aplicacdo em S é uma classe de
equivaléncia sob essa relagdo.

@ Denotamos um germe em S de uma aplicacido f : U — RP por
f:(R"S)—RP, ouf:(R",S)— (RP, T)sef(S)C T CRP. Dado
um germe de aplicacio f : (R",S) — RP, cada membro f : U — RP
da classe de equivaléncia correspondente é chamado de representante.
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Consideremos S = {0}.

VRS

Figura: Exemplo de dois representantes para o mesmo germe na origem
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Germes suaves

Definition

enp ={f: (R",0) = RP | f é germe de aplicacdo em 0}.
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O anel ¢,

No caso p = 1, denotamos €, 1 simplesmente por ¢,. J
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O anel ¢,

No caso p = 1, denotamos €, 1 simplesmente por ¢,. )

(en,+,-) é um anel comutativo com unidade, onde as operagdes sdo
[f1+ (gl =1[f + &l elf]-[g]l =If - &l

onde a adicao e multiplicacao ocorrem na intersec¢cdo dos dominios de seus
representantes, e as classes [f + g] e [f - g] independem da representagdo
tomada.
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O anel ¢,

No caso p = 1, denotamos €, 1 simplesmente por ¢,. )

(en,+,-) é um anel comutativo com unidade, onde as operagdes sdo

[f1+[g]l =[f +glelf]l [g]l =If gl

onde a adicao e multiplicacao ocorrem na intersec¢cdo dos dominios de seus

representantes, e as classes [f + g] e [f - g] independem da representagdo
tomada.

O elemento neutro e a unidade sdo os germes representados pelas fun¢des
nula e a fungdo constante igual a 1, que denotaremos apenas por 0 e 1,
respectivamente.
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Proposition
Um elemento f € e, possui inverso multiplicativo se, e somente se,

£(0) # 0.
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Proposition

Um elemento f € €, possui inverso multiplicativo se, e somente se,

£(0) # 0.

Proposition

O anel €, € um anel local, com o seu ideal maximal dado por

m, = {f € e, | f(0) = 0}.
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Lemma (Lema de Hadamard)

Sejam U uma vizinhanca convexa de 0 em R" e f: U x RY — R uma
fungdo suave. Se f(0,y) = 0, para todo y € RY, entdo existem fungées

suaves fi(x,y), ..., fa(x,y) tais que

f=x1-ht+xo-ft-+Xxp-fn
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Proposition

O ideal m,, é um ideal finitamente gerado, gerado pelos germes de fungées
que tem como representante as fungées coordenadas xi, . . . , Xp.
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Espaco de Jatos

Nivaldo Grulha (ICMC - USP)

Uma Breve Introdugéo a Teoria de Singularid:

m]

=



Espaco de Jatos

Definition

O espaco de jatos J¥(n, p) é o espaco vetorial real das aplicacSes

f : R" — RP onde cada componente f; de f é um polonémio de grau < k
nas coordenadas candnicas x1, X, ..., X, com termo constante nulo. Os
elementos de J*(n, p) sdo chamados k-jatos.
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Espaco de Jatos

Definition

O espaco de jatos J¥(n, p) é o espaco vetorial real das aplicacSes

f : R" — RP onde cada componente f; de f é um polonémio de grau < k
nas coordenadas candnicas x1,xp, ..., X, com termo constante nulo. Os
elementos de J*(n, p) sdo chamados k-jatos.

Definition

Dada uma aplicacdo suave f: R" — R™, definimos a aplicacao k-jato de
f por j*f: R" — JX(n,m) dada por: Para cada a € R", o elemento
j¥f(a) € J5(n, m) é o Polinémio de Taylor de ordem k da aplicagdo

f(x) = [f(x) — f(a)] em torno de a.
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Proposition
Defina o conjunto
Fr={f €e, | j*1f(0) = 0}.

Entdo Fj = mk.
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Considere f: R — R dada por f(x) = sen(x). Entdo

f(0) , , f"(0) 5
or X 3 X

J2F(0) = F/(0)x +

_ —(0) o, —cos(0) 3
= cos(0)x + TR TR
= -
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. s 3
Figura: Gréficos de sen(x) e x — %
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Lemma (Lema de Nakayama)

Sejam R um anel comutativo com unidade e m um ideal de R com a
propriedade de que 1 + x € invertivel em R, para todo x € m, M um
R-mddulo e A, B dois R-submédulos de M, com A finitamente gerado. Se

AC B+ mA,

entdo A C B.
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Exemplo

Considere R = £3, M = &3 e os R-submédulos A = (x2, y?),
B = (x*> +y3,x3 + y?). Observe que B C A, pois

2+ =x>+y.-y2eA,
S+yl=x-x>+y’cA

Nao é claro que vale a inclusao contraria, mas aplicando o Lema da
Nakayama, podemos provar isto. Para isto, basta provar que

ACB+mp- A
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Observe que

my-A=(x,y)- <X2,y2> = <x3,xy2,X2y7y3>-

Entdo ) )
R=(21y%)— )P €Bim A
—_————
eB €emy-A
2 3 2 3
y =K+y)-x_ €B+m
cB Emy-A

Assim, AC B +m; - A e, pelo Lema de Nakayama, vale A C B. Portanto,
A=B.
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Definition

Seja M uma R-dlgebra. Um ideal | de M tem codimensao finita em M
se o espaco quociente M/l tem dimens3o finita como espaco vetorial sobre

R. A codimensio de | é definida como a dimens3o

am (%),
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Proposition
A dlgebra €, ndo é um anel Noetheriano.
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Proposition
A dlgebra €, ndo é um anel Noetheriano. J

Se | for um ideal de ¢, usando a definicio de codimensdo temos quem a
codimensao de / em ¢, é dada por

dimg (E—I”> .

Denotaremos esse ntimero inteiro, maior ou igual a zero, por Cod(/).
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Proposition

Seja | um ideal de e,. Entdo Cod(l) é finito (Cod(l) < o) se, e somente
se, existe k € 7, com k > 1, tal que mk C .
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Exemplo

Considere o ideal | = (x?> + y3,y? + x3) C &5. Vamos calcular cod(l).
Como vimos anteriormente | = (x2, y?), logo,

2003 02 0 3\VY (2 V2V — 2 _
(02 + 75,52 +5%) = (02.52) = dima (2.
Como m3 C (x?, y?), entdo

g2 [S)
= = R{L x,y,xy}.
(2 y2) (3%, y?) +m3 ¢ b

Portanto, ((x2 +y3,y2 +x3)) = 4.
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