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4 | Germes de Aplicacoes Suaves

Para que possamos estudarmos propriedades locais de aplicagdes vamos introdu-
zir o conceito de germe de aplicacdes. Este conceito pode ser definido de forma
mais geral no contexto de aplicagdes f: U — Y entre espacos topolégicos em um|
subconjunto S C U, vamos aqui definir dentro do contexto de aplicacdes entre
subconjuntos do R" dotados da topologia induzida.

4.1 Conceito de Germe

Definicao 4.1. Sejam X C R" e Y C R” subconjuntos dotados da topologia indu-
zidae S C X.

1. Sejam f: U — Y e g:V — Y aplicagdes, onde U e V s@o vizinhangas
abertas de S em X. Dizemos que f e g t€tm o mesmo germe em S, se existe
uma vizinhanca aberta W C U NV de S em X tal que f e g coincidem em
W. Isso € uma relacdo de equivaléncia, e um germe de aplicacdo em S é
uma classe de equivaléncia sob essa relacdo.

2. Dois subconjuntos Xj e X» de X tém o mesmo germe em S se existe uma
vizinhanga aberta U de S em X tal que X;NU = X, NU. Um germe de
subconjunto de X ou germe de conjunto em S é uma classe de equivaléncia
de subconjuntos sob essa relagao.

3. Denotamos um germe em S de uma aplicagdo f : U — Y por f: (X,S) =Y,
ou f:(X,5) — (Y,T) se f(S) CT CY. Dado um germe de aplicagio
f:(X,S) =Y, cada membro f: U — Y da classe de equivaléncia corres-
pondente é chamado de representante. Analogamente, o germe em S de u
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subconjunto X; de X é denotado por (X;,S) e cada membro X; da classe
de equivaléncia correspondente é chamado de representante do germe de
conjunto.

Figura 4.1: Exemplo de dois representantes para 0 mesmo germe na origem

Um germe em um ponto x, ou seja, quando temos S = {x}, é chamado mono-
germe, diferenciando do caso em que o conjunto S possui mais de um ponto que
chamamos de multigerme. Quando o conjunto S € finito ainda dizemos germe em
IS mas quando o conjunto S for infinito costumamos nos referir a germe ao longo
de S.

Defini¢do 4.2. Um germe de aplicacdo f: (X,S) — Y é chamado de continuo se
existir um representante f: U — Y do germe que seja continuo.

Defini¢do 4.3. Sejam f: U — Y e g: V — Z dois germes, com ¢ := f(p). Defini-
mos a composicio go f: (R", p) — R¥ como o germe representado pela compo-
sicdo g‘v o f|,»onde U € uma vizinhanga aberta de p em R" e V € uma vizinhanca
aberta de ¢ em R™ tais que a composi¢do dos representantes esta bem posta.

Definicdo 4.4. Um germe de aplicacdo ¢: (X,S) — Y é chamado de germe de
homeomorfismo, ou simplesmente homeomorfismo, quando o contexto de ger-
mes esteja claro, se existir um representante ¢: U — V do germe que seja um
homeomorfismo.

Definicdo 4.5. Um germe de aplicagdo f: (X,S) — Y é dito inversivel como
germe de aplicagdo se existir um germe f: (Y,7) — X tal que go f: (X,S) —
(X, S)=1Id: (X.S)— (X,S)
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Observagdo 4.1. Nosso objetivo € estudar germes de aplicacdes diferencidveis.
IAssim como no caso da continuidade, € necessario definir o que entendemos por|
germe diferencidvel ou, como abordamos aqui, germes suaves ou seja, precisamos
de uma defini¢do apropriada para a derivada de um germe em seu ponto base.

Definicdo 4.6. Um germe de aplicagdo f: (R”",S) — R? é chamado de suave se
existir um representante f: U — R” do germe que seja suave.

Note que a defini¢do estd bem formulada, pois, se existe um representante
f: U — RP do germe que seja suave, a derivada d,, f coincide com a derivada em
ip de qualquer outro representante da classe. Isso ocorre porque o germe captura as
informagdes infinitesimais locais, e o calculo da derivada é realizado localmente.
Portanto, a derivada de um germe em seu ponto base estd bem definida como a
derivada de um de seus representantes nesse ponto.

O estudo local de singularidades é fundamentado no conceito de germes de
fungdes suaves, com diversas aplicagdes em vdrias dreas da matemadtica, como
geometria diferencial, andlise complexa e fisica matemadtica. Esse estudo pode
ser realizado no contexto de aplicagdes f € €°(M,N), onde M e N sdo varieda-
des suaves. No entanto, como toda variedade suave € localmente equivalente a
um aberto euclidiano, a andlise se reduz a um estudo local em espacos euclidia-
nos. Assim, no hd perda de generalidade ao nos restringirmos a aplicagdes entre
espacos euclidianos.

f

M N

Figura 4.2: Aplicagdes entre variedades é, localmente, aplicagdes entre abertos
euclidianos
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Ny N3

Figura 4.3: Representacio pictérica da composicao de germes

Defini¢io 4.7. Sejam f: (R",S) — R" e g: (R™,T) — R¥ dois germes suaves,
com f(S) C T. Definimos a composi¢do go f: (R",S) — R* como o germe repre-
sentado pela composi¢ao g!v o f|,»onde U € uma vizinhanga aberta de S em R" ¢
V € uma vizinhanga aberta de T em R™ tais que a composi¢ao dos representantes
estd bem posta.

Ex: Mostre que esta definicio estd bem posta.

Defini¢do 4.8. Dizemos que f: (R”, p) — R” é um germe de difeomorfismo se
um de seus representantes € um difeomorfismo local em uma vizinhanga de p.

Exemplo 4.1. Considere f: R\ {0} — R dada por f(x) = x*>. Entdo f nio é
injetora, logo, ndo é difeomorfismo. Mas em todo p € R\ {0}, f: (R,p) > R é
um germe de difeomorfismo.

Figura 4.4: A funcdo f

Defini¢do 4.9. Se o posto de um germe f: (R",x) — (R?, f(x)) é n dizemos que o
germe ¢ imersivel e se seu posto é p dizemos que o germe é submersivel. Quando
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o germe ndo é imersivel e nem submersivel em x dizemos que x é ponto singular
do germe.

Exemplo 4.2. Considere f: R* — R? dada por

flx,y) = (e'cos(y), e*sen(y)).
Entdo f é germe de difeomorfismo em todo p = (a,b) € R?, pois

detU1)P) = | Cooonty) oty | = € (€052 0)  sen(5)) = 20,

e a afirmacdo segue do Teorema da Aplicacdo Inversa. Porém, f ndo é difeomor-
fismo, pois f ndo é nem mesmo injetora, ja que

£(0,0) = (1,0) = £(0,27), com (0,0) # (0,27).

4.2 A Algebra ¢,
Definicao 4.10. Definimos
&rp={f: (R",0) = R” | f é germe de aplicagdo em 0}.

No caso p = 1, denotamos €, | simplesmente por &,.

Observagdo 4.2. Temos que (&,,+,-) é um anel comutativo com unidade, onde
as operagdes sdo

(f1+gl=[f+glelf]-lg=1[f gl

onde a adi¢do e multiplicagdo ocorrem na interseccao dos dominios de seus re-
presentantes, e as classes [f 4 g] e [f - g] independem da representacdo tomada. O
elemento neutro e a unidade sdo os germes representados pelas fungdes nula e a
funcdo constante igual a 1, que denotaremos apenas por O e 1, respectivamente.

Proposicao 4.1. Um elemento f € g, € invertivel se, e somente se, f(0) # 0.

Demonstracdo. (=): Se f € invertivel, entdo existe g € €, tal que

f-g=1

S
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Em particular, avaliando na origem, temos que

1=(f-5)(0)=£(0)-g(0),

de onde segue que f(0) # 0.

(«<): Se temos f(0) # 0, como f é continua, entdo, pelo Teorema da Conser-
vagdo do Sinal, existe uma vizinhanga U de 0 em R” tal que f(x) # 0, para todo
x € U. Logo, considere g como o germe da aplicagdo g: U — R dada por

que ¢ uma funcio suave, pois f ndo se anula em U. Assim, g€ g, e f-g=1.
Portanto, f € invertivel.
O

Proposicao 4.2. O anel €, é um anel local, com o seu ideal maximal dado por

mn::{f€8n|f(0):()}’

\Demonstracdo. Primeiramente, notemos que m,, # @, pois o germe nulo estd neste
conjunto.

Vamos provar que m, é um ideal de g,. Sejam fi, o € m, e g € &, dados.
Entao

(fi+/)0) = £1(0)+ £2(0) =0+0=0

(g-f1)(0) =¢(0)- £1(0) = g(0)-0=0.

Portanto, fi + f2, f - fi € m,. Portanto, m,, € um ideal de &,.

Agora, vamos provar que m, é um ideal maximal de &,. Observe que m,, # &,,
pois 1 ¢ m,. Suponha que / seja um ideal de €,, tal que m,, C I. Neste caso temos
que existe f € I tal que f ¢ m,. Logo, da Proposi¢éo anterior temos que f é
invertivel. Ou seja, existe g € g, tal que f- g = 1. Vamos provar que / = &,. Tome
h € €,. Entao

h=1-h=(f-g)-h=(g-h)- f €I

——

~—~
€gy el

ortanto, I = &, e m,, € um ideal maximal de &,
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Por fim, vamos provar que m,, é o dnico ideal maximal de g,. Seja J um|
ideal maximal de &,. Observe que J C m,, pois se existisse f € J tal que f ¢ m,,,
viria que f(0) # 0, de onde seguiria da Proposi¢ao anterior que f € invertivel
e, consequentemente, J = &,, um absurdo com o fato de J ser maximal. Assim,
J C m,, e como J é maximal, com m,, # &,, vem da maximalidade de J que J = m,,.
Portanto, &, é um anel local e m,, € o seu unico ideal maximal. OJ

Lema 4.1 (Lema de Hadamard). Sejam U uma vizinhanga convexa de 0 em R"
e f: UXxR?— R uma fungdo suave. Se f(0,y) =0, para todo y € RY, entdo
existem fungoes suaves fi,..., [, tais que

f=x1-fitxa- ot +x0 fu

Demonstragdo. Tome x = (x1,...,x,) €U ey= (y1,...,y4) € RY. Como 0,x € U
e U é um subconjunto convexo de R”, entdo y: [0,1] — U x RY, dada por

Y(t) = (tx1,. . X0, Y15+, Vg)s

estd bem definida. Observe que, pelo Teorema Fundamental do Célculo, vale
1

| (o 0dr = (£on)(1) = (£07)(0) = £x.3) = £(0.5) = 5.

Por outro lado, pela Regra da Cadeia, vale
1 1 q af
Jy e = T3 SE00) o0 + X 5700 Aot
= ¥ [ 2yt

i
= xi-fitxr foto A xS,

com f1, fa,. .., f, funcdes suaves, logo temos

f=xi-fitx2 fat-+xu fn

arrumar
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Proposicao 4.3. O ideal m, é um ideal finitamente gerado, gerado pelos germes

de funcoes que tem como representante as funcdes coordenadas xy, . .., X.
Demonstragcdo. Primeiramente, note que (xj,x2,...,%,) C m,. De fato, tome f €
(x1,X2,...,x,). Entdo existem fi, f2,..., fu € &, tais que

f=x1-fitxa fot- o Fx0 fn
Logo, avaliando em x = 0, vem que
f(0)=0-f1(0)+0-£2(0) +---+0- f,(0) = 0.

Assim, f € m,,.

Agora seja f € m, um germe dado.

Considere F : U x R dada por F(x,y) = f(x1,--- ,X,)y, onde x = (x1,--- ,X,).
Como F(0,y) = 0. Segue do Lema de Hadamard que existem fun¢des suaves
F,F, ... F, tais que

F()C,y) =X1 'Fl(xvy)+x2'FZ(xay)+"'+xn'Fn(xay)‘

Tomando y = 1 temos
Fx)=x1-Fi(x,1)+x2-FB(x, 1)+ +x, F(x,1).

Denotando F;(x, 1) = fi(x) e tomando o germe na origem temos

f=xi-fitx-fot+-+xp fa

em &,, provando que f € (x1,x2,...,X,).
Portanto, m, = (x,x2,...,X,).

Proposicao 4.4. Defina o conjunto

Fr={fcelj " f(0)=0}.

ntdo .F, = mk

7t
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Demonstragdo. Vamos provar que m* C .%;. Pela Proposi¢o anterior, temos que
m,, é gerado por x1,x2...,x,. Logo, m’fl ¢é gerado por

(x%x ... x& oy + 0+ +a, =k}
Seja f € mfl dado. Entdo
f — Zﬁ .x(lxil .xgiz ..... x’?i’l.
i

Sendo o) + - - - + &, = k, entdo todas as derivadas de f de ordem menor do que £|
na origem sdo nulas, ou seja, f € .%.

Agora vamos provar a inclusdo contrdria por inducdo sobre k. Para k =1,
temos que

Fi={fce|j°f(0)=0}
~{ree|1(0)=0}
= mn
—m

Seja k > 1, suponha a afirmagdo vélida para k, isto &, %, = mk, e vamos provar
para k4 1. Tome f € %, dado. Entio j*£(0) = 0 e, em particular, f(0) = 0.
Segue do Lema de Hadamard que existem germes fi, ..., f, tais que

f:xl.fl+...+xn.fn7

e, como na demonstra¢do do Lema de Hadamard, cada f; é representada por

1
filx) = /0 gfl_(tx)dz.

Logo, observe que

ofi o [* P P [P
%@—O%MWWwWFFAM%MWW“
ou seja,
afz 1 82](‘ 92fz 1 a3f 5

X 70 A vioov 70 1 i
J J J

V]
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e assim por diante. Como f € .%;,, entdo as derivadas de até ordem k de f|
na origem se anulam. Entdo as derivadas de até ordem k — 1 de f; na origem se
anulam, isto é, f; € Z;. Segue da hipétese de indugdo que f; € mfl, logo,
k k41

Xifi €my, -m, = anr >

e como mkt! ¢ um ideal de &,, entido
1
f=x1-fi+ o tx, fremi

Portanto, pelo Principio de Indugdo Finita, segue que .%; = mX*!, para todo k >
1. O

Vamos agora relacionar os germes do espaco &, com as suas séries de Taylor
em torno da origem, que estao naturalmente inseridas no espaco das séries formais
R[x1,...,x,], denotado por &,.

Definicao 4.11. Seja A um anel comutativo com unidade. Um A-médulo é um
grupo abeliano (escrito aditivamente) sobre o qual A atua linearmente. De maneira
mais precisa, é um par (M, 1), onde M é um grupo abeliano e

U:AXM—M,
que vamos denotar U (a,x) por a- x, satisfazendo
l.a-(x+y)=a-x+a-y;
2. (a+b)-x=a-x+b-x;
3. (ab)-x=a-(b-x);
4. 1-x=1x,
paratodoa,b € Aex,y€e M.

Alguns exemplos notdveis incluem o grupo abeliano g, ,, que € um &,-modulo.
Sua multiplicagdo é definida como

g'(flafZa"wa) = (gfl7gf27"'>gf[7)'

IAlém disso, todo ideal I de um anel A funciona como um A-médulo. Quando A é
equivalente a um corpo K, todos os A-médulos se tornam K-espagos vetoriais
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Definicao 4.12. Sejam A um anel e M um A-médulo. Um A-submédulo de M &
um subgrupo N de M que € fechado em relacdo a multiplicag@o por elementos de
A, isto €,

ax+by €N,

para todo a,b € Aex,y €N.

Lema 4.2 (Lema de Nakayama). Sejam R um anel comutativo com unidade e my
um ideal de R com a propriedade de que 1+ x € invertivel em R, para todo x € m,
M um R-modulo e A, B dois R-submodulos de M, com A finitamente gerado. Se

ACB+mA,
entdo A C B.

Demonstragdo. Como por hipdtese temos que A € finitamente gerado, podemos
entdo escrever A = (aj,az...,a;). Como A C B+ mA, entdo para cada indice
i€{l,2,...,t}, existem b; € Be A;j € m,com j=1,2,...,t, tais que

t
a;,=b; + Z lijaj.
j=1
Considerando as matrizes
a by A A2 oo A
as by M An o Ay
a=| . |,b=] . | eA= ) .. s
az by M Ao oo Ay

podemos escrever as t igualdades iniciais como a = b+ Aa, ou seja,
(I—=A)a=Db.
Observe que a matriz I — A € invertivel, pois o seu determinante é

1— 111 _112 ce —11,
—)Lz] 1— 122 ces —A,z,
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para algum x € m, e 1+ x € invertivel, por hip6tese. Portanto, multiplicando a
igualdade acima por (I — A)~!, temos

a=(I—A)"'b,
isto é, a; € B, paratodoi=1,2,...,t e, portanto, A C B. L]

Exemplo 4.3. Considere R = &, M = &, e os R-submédulos A = (x*,y?), B =
(x? +y* x* +y?). Observe que B C A, pois

4y =4yt ea,
{x3 +y2 :)c~xz—|—y2 €A.
INao € claro que vale a inclus@o contraria, mas aplicando o Lema da Nakayama,
podemos provar isto. Para isto, basta provar que
ACB+my-A.

Observe que

3

my A = (x,y) - (*,¥%) = (2, x°,x%p,y°).

Entao 5 5

F=(+y)— ¥ eB+my-A,

—_—— =~

€B emy-A

2_(3,.2y_ .3

Y= +y) - x
€B emy-A
Assim, A C B+m; - A e, pelo Lema de Nakayama, vale A C B. Portanto, A = B.

€B+m;-A.

Definicao 4.13. Seja M uma R-dlgebra. Um ideal / de M tem codimensao finita
em M se o espaco quociente M /I tem dimensdo finita como espago vetorial sobre
R. A codimensdo de I é definida como a dimensdo

. M
dimp <I) .

Agora, considere o germe f € g,, seja fa sua série de MacLaurin, ou seja,
a sua série de Taylor em torno de origem. Podemos definir a seguinte aplicagdo
entre &, e a dlgebra R[xy,...,x,], que é o anel das série formais nas varidveis
KlyeooyXpe
0: & — Rlxi,...,.x] (=€)

f = sm(f),

onde sy (f) denota a série de MacLaurin de f
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Lema 4.3 (Lema de Borel). O homomorfismo de R-dlgebras ¢ definido acima é
um morfismo sobrejetor.

Demonstracdo. O ponto de partida é construir uma fungdo suave com proprieda-
des importantes. Mais precisamente, vamos provar a seguinte afirmacdo:
Afirmacfo: Existe uma fungdo suave g: R — R tal que g(t) =t para |¢| < 1
e g(t) =0 para|t] > 1.
De fato, conseguimos uma fung¢do 60: R — R com 0 < 0(r) < 1 para todo ¢,
além disso, 6(r) = 0 para ¢ < 0. Essa func@o é definida por:

0, quando t < 0;
0(t)=4 =
e?, quandot > 0.

A funcdo que desejamos g é obtida quando definimos por

t6(1—1?)
0(1—-12)0(r2+ 1y

g(t) -~

\Agora, vamos voltar a demonstra¢do do Lema. Vamos adotar a seguinte notagdo.

Dados uma sequéncia x = (xi,...,x,) de nimeros reais, e uma sequéncia o =
(ay,.. an) de inteiros ndo negativos, escrevemos x* como uma abrev1aga0 para
x‘f‘1 ...xyn. Queremos mostrar que dado um elemento f Yy f(xx em &, existe

um elemento f em g, tal que f ¢ a séria de Taylor de f relativo as coordenadas
X1, Xn, iStO €, fo = iD"‘f(O) para toda escolha de o, onde escrevemos ¢! =
og!...op, lal=0+--+a,e

olal ¢

CoxM L oxS
1

Para isso, considere a fun¢do suave g: R — R como as propriedades da afirma-
cdo anterior e tome g: R” — R”" a fungdo suave definida por g(xi,...,x,) —
(g(x1),...,8(xn)). Consideramos uma sequéncia arbitraria & de nimeros reais
com 0 < & < 1 tais que limg_, ;. & = 0, e a fun¢do correspondente

[ R'" =R,

definida por f(x) :— ¥, %% fi(x), onde fi(x) =Y
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Note primeiro que f € bem definida, uma vez que dado x apenas um nimero
finito de termos fi(x) sdo ndo nulos. Note também que fi(x) = ¥ |q|—k foax* pro-
ximo da origem, e temos que:

Do£,(0) = {o, _ sek#lal

ol fe, sek=|al
Afirmamos que € possivel escolher uma sequéncia (&) de maneira que, em al-
guma vizinhanga de 0 em R”, a série };” , D“f; converge uniformemente para
qualquer escolha de a. Entdo, segue dos teoremas de cdlculo que a fungdo f €
suave, e que

DUf(0) = Y D*£(0) = a! fo.
k=0

/Assim como queriamos. Pelo teste da comparagdo é suficiente escolher (&) de
modo que Y7 sup, g~ |D* fi| seja dominada por uma série (envolvendo ) que é
convergente para qualquer ¢. Claramente, precisamos produzir um limite superior]
em D? f;. Antes de tudo, note que (por diferencia¢do) nds temos:

Dfi(x)= Y e 1" fyw(a, B k,x),
|B|=k

onde Ja
987 [
W(a,ﬁ,k,X) - Jl:Ilax;xj <gk> .
Como a funcio g € nula fora de um conjunto compacto nés temos um limitante
bem definido:
B(at. B, k) = sup (e, B k.x)].

xeR"?

Entdo, definindo B(a, k) = Zw:kﬁgB(a,B,k). Nés vemos que

sup [D* fi| < & “B(at,k)
xeR?

e, portanto, que a série Y';°_,sup |D* fi| é dominada por Y ,&B(ot,k). Tudo
que precisamos fazer agora é escolher uma sequéncia (&) tal que a dltima série
converge para todas as escolhas de «, e isso pode ser feito escolhendo & de modo
que & > 2y 1 B(ot k) O

==
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Observagdo 4.3. Note que
Ker(¢) = {f € & | su(f) =0}.
Logo, se f € Ker(¢), entdo f € mk, para todo k € Z, com k > 1, ou seja, f €
() ms.
k=1
Denotamos o ideal (7, m¥ por m?” :=.

Definiciao 4.14. O ideal m; é chamado de ideal dos germes de funcoes flats,
funcoes planas ou funcoes chatas.

Observagdo 4.4. O ideal m?’ ndo é trivial, ou seja, m;; # {0} e m;” # g,. De fato,
temos que m;; # &,, pois x; ¢ m,. Agora, para provar que m;" # {0}, considere
n =1 e afuncio

fR—=R

560~

Neste caso, as derivadas de f em 0 se anulam para todas as ordens, ou seja, f = 0.
Portanto, o germe f € m{.

Deixamos a demosntragdo de resultado a seguir a cargo do leitor.
Proposicao 4.5. A dlgebra €, ndo é um anel Noetheriano.

Se I for um ideal de ¢&,, usando a Definicdo 4.13 temos quem a codimensao
de / em ¢, é dada por
dimg ()
{7 )

Denotaremos esse nimero inteiro, maior ou igual a zero, por Cod([).

Proposicio 4.6. Seja I um ideal de €,. Entdo Cod(I) é finito (Cod(I) < o) se, ¢
lsomente se, existe k € Z, com k > 1, tal que m’,‘l ClI

Demonstragdo. (<=) Existe um inteiro k > 1 tal que m* C I. Ento &,/I C &,/mk
e, assim, dim(g,/I) < dim(g,/mX). Temos que

g,/mk =~ R{mondmios de grau menor do que k}
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114 4. Germes de Aplicacoes Suaves

tem dimensao finita. Portanto &,/ tem dimenséo finita.
(=) Podemos escrever a sequéncia:

I+m, DI+m2DI+miD--DI+mfD ..
e consequentemente:

&/(I+m,) Ce/(I+m2)C---Cg,/I+mh)C ...

k+1

Como a codimensao de 7 é finita existe k > 1 tal que I +mf =7+mA*! e como
m’,‘, ¢ finitamente gerado, podemos aplicar o Lema de Nakayama para concluir que
mk C 1. O

I[Exemplo 4.4. Considere oideal I = <x2 + y3, y2 —|—x3> C &. Vamos calcular cod(I).
Primeiramente, vamos mostrar que I = (x*,y?). Seja J := (x?,?,). Entdo

myJ = (x,y)(x*,y%) = (£, 2%y,07%,y") =m].

Entao

= 4y)- )
N

el cemyJ
3

2 (Va3 — oy
y =0 :1 ) <
assim, J C I 4+myJ. Segue do Lema de Nakayama que J C I, ou seja,
(2% C (0.
Sendo a inclusdo contrdria imediata, temos que
W+ ad) = (2y0).
Logo,
Cod((x* +y*,y* +x°)) = Cod({x*,y*)) = dimg <(x;:2yz)> :
Como m3 C (x?,y%), entio
& &
(2,32 (x2,)%) +m3

= R{l,x,y,xy}.

ortanto, Cod((x* +y3,y> +x3)) =4
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4.2. A Algebra g, 115

Definicao 4.15. Seja f € ¢g,. Definimos o ideal jacobiano de f como

of  of
<ax]ax>

o ideal gerado pelas derivadas parciais de f. Denotaremos esse ideal como J f.

Definiremos algo o Nimero de Milnor, invariante de grande destaque na Teo-
ria de Singularidades, com vdrias interpretacdes em varios contextos distintos.

Definicao 4.16. Seja f € €,. Definimos o niimero de Milnor de f como sendo

u(f) = Cod(Jf) = dimg (;) .




